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Resumo

Ao escrever o presente trabalho, tem-se em mente os es-
tudantes que se iniciam em Mecanica dos Fluidos e se
deparam com o conceito de camada-limite. Nesse senti-
do, como primeira abordagem, introduz-se a solugao de
Blasius para placa plana, uma vez que se trata de um pro-
blema basico em camada-limite e possibilita ao estudante
antever o grau de dificuldade a ser enfrentado em proble-
mas mais complexos. Além disso, acredita-se que seja um
assunto a ser apresentado e discutido em consonancia ao
estudo introdutdrio das EquagOes de Navier-Stokes, uma
vez que se trata de primeira aproximagao consolidada, his-
toricamente falando, desse conjunto de equagdes. O foco
principal do trabalho reside no Método da Similaridade,
uma vez que Blasius o utilizou para obtengao da solugao
da camada-limite hidrodinamica em regime laminar, resul-
tados estes que foram de grande impacto na moderna Me-
canica dos Fluidos. Nao se limita a solugao do Problema
de Blasius, mas estende-se a andlise para o problema da
solugdo da Equagao da Energia, ou seja, na obtencao da
camada-limite térmica, onde pode-se obter o perfil de tem-
peratura e o gradiente de temperatura, ao longo da cama-
da-limite. Introduz-se o Método Integral da Quantidade de
Movimento, uma vez que equagao integral da quantidade
de movimento possibilita determinar, com razoavel preci-
sao, a espessura da camada-limite turbulenta. Apresen-
tam-se solugdes para regime turbulento, em comparagao
ao regime laminar, tanto para perfil de velocidade quanto
para perfil de temperatura. Os conceitos e procedimentos
podem servir de base para solu¢des de camada-limite que
nao satisfazem o conceito de similaridade, como para pro-
blemas de camada-limite em geral.
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Abstract

In writing the present work it was considered the students
who start in fluid mechanics and meet the concept of
boundary layer. In this sense, as a first approach, the
Blasius solution for flat plate is introduced, since it is
a basic problem in the boundary layer and allows the
student to understand the degree of difficulty to be faced
in more complex problems. In addition, it is considered to
be a subject to be presented and discussed in line with
the introductory study of the Navier-Stokes equations,
since it is the first consolidated approach, historically
speaking, of this set of equations. The focus lies in the
method of similarity, since Blasius used it to obtain the
solution of the hydrodynamic boundary layer in laminar
regime, and the results were of great impact in modern
fluid mechanics. The work is not limited to the solution
of the Blasius problem, but extend the analysis to the
problem of solution of the energy equation, that is, in
obtaining the thermal boundary layer, where one can get
the temperature profile and the temperature gradient
along the boundary layer. The integral method is used,
since the integral equation of the momentum determines,
with reasonable accuracy, the thickness of the turbulent
boundary layer. Solutions for turbulent regime compared
to the laminar regime , both for velocity profile and for
temperature profile. The concepts and procedures can
serve as a basis for boundary layer solutions that do not
satisfy the concept of similarity, and for general boundary
layer problems.
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1  INTRODUGAO

Durante o século XIX, William Froude introduziu o conceito denominado “Lei da Similaridade",
associado as suas pesquisas em dinamica dos fluidos. A lei da similaridade, nesse caso, se aplicava
as ondas em superficies livres. Ao final desse mesmo século, Osborne Reynods formula uma lei para
escoamento viscoso, a0 mesmo tempo em que executa o seu famoso experimento no qual se demonstra
a transigao de escoamento em regime laminar para regime turbulento, em dutos de secao reta circular.
Ainda, Saint-Vernant, Navier e Stokes generalizam as equagoes de Euler para escoamento nao viscoso,
abrindo novas perspectivas de pesquisas nas areas tedricas e aplicadas em fluidodinamica. E fato
notdrio que, no final do século XIX, havia uma grande discrepancia entre os resultados da hidraulica
(hidrodinamica pratica) e os resultados oriundos dos modelos teéricos da fluidodinamica, baseados
na teoria do escoamento potencial (escoamentos ideais). A generalizagdo dos modelos tedricos, com a
introducao das denominadas Equacoes de Navier-Stokes, era um motivo para grande euforia e 6timas
perspectivas. Entretanto, em fungao da complexidade dos sistemas de equagdes, o avango na solu-
cao das Equacdes de Navier-Stokes permaneceu estagnado. De fato, apesar de todo avanco tedrico,
envolvendo formulagoes matematicas de solugdes de sistemas de equagdes diferenciais parciais, as
dificuldades momentaneas para obtencao de solugbes, mesmo para as situagdes mais simples, eram
intransponiveis. Tornava-se evidente a necessidade de novas hipoteses e conceitos, no intuito de obter
simplificagcOes que possibilitassem a solucao de tais equagoes e a realizagao de comparagdes com
dados experimentais.

Logo no inicio do século XX, 1904, Ludwig Prandtl postula que o escoamento em torno de um
corpo liso deveria ser dividido em duas regioes: 1 — Préoximo a superficie a viscosidade governa o
escoamento; 2 — Distante da superficie a viscosidade tem efeito desprezivel, e 0 escoamento satisfaz
a teoria de Euler. Evidentemente, nesse caso, a solucao deve satisfazer as condi¢des apropriadas na
fronteira dessas duas regioes. Tais hipdteses, e a equagdes derivadas a partir das equagoes de Navier-
Stokes, receberam o nome de "Formulagao em Camada-limite".

O conceito de camada-limite (CL), atribuido a Prandtl, abriu o caminho para solugdes aproximadas
de problemas praticos importantes na area de engenharia.

0 aluno de doutorado, orientado por Prandtl, Heinrich Blasius, utilizou os conceitos de camada-
-limite e lei da similaridade para obtengao da solugao da camada-limite em regime laminar, em placa
plana (1908).

Como formulado por Prandtl, em 1904, as equagoes de Navier-Stokes simplificadas, para camada-
-limite em placa plana sao Evans (1968); Kays and Crawford (1983); Schlichting(1968); Shames (1973):

ou ou azu)
u(£)+v(£)—19(a—yz 01
u v
P 5 =0 02

sujeitas as condigdes de contorno:

uy=0)=v(y=0=0 eu(ly—-0)=0U0 03
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onde u e v sdo as componentes do campo de velocidade nas diregoes x e y, respectivamente;
é a viscosidade cinematica e U é a velocidade da corrente livre (também denominada de regiao
nao perturbada).

A técnica matematica associada ao Método da Similaridade é, algumas vezes, denominada
técnica da combinagao de variaveis, aplicavel a certos problemas onde o comprimento caracteristico
é determinado por taxa de variagao, e menos que por consideragdes geométricas. Tais problemas ge-
ralmente envolvem regides semi-infinitas, e podem ser lineares ou nao lineares. Para camada-limite
estaciondria, o fator de escala é a espessura da camada-limite, a qual é tipicamente uma posicao que
varia ao longo da superficie. A solugao por similaridade existe, se a equagao de transporte e suas con-
digdes de contorno permitirem uma transformagao homogeénea. Isso implica em encontrar uma relagao
entre as variaveis independentes, no caso x e y, para apenas uma variavel, n, que seria uma combinagao
entre y e uma fungao de x, a ser determinada. O primeiro passo na busca de uma transformagao por
similaridade é expressar a variavel dependente na forma de um produto de fungdes, sendo que uma
delas envolve o parametro de similaridade, ou seja:

u(x,y)=U.f'm ; n=n(,h®) 04

Se for possivel uma tal transformacgao, entao o perfil de velocidade tem a propriedade de ser pro-
porcional em diferentes posigdes de x, através de uma transformacgao de varaveis h(x) e Y, que define
que n [h(x) é o fator de proporcionalidade para a coordenada y], e a velocidade externa U(x) [fator de
proporcionalidade para a velocidade u].

Ao se expressar u(x,y), tem-se como condigao de contorno:
u . ’ _
(E)y=0 - [f (n)]y=0 =0

- Condicao de contorno de nao deslizamento;

lim () = lim £'(n) = 1

y—co

A velocidade dentro da CL tende assintoticamente para o escoamento externo.

Blasius, em 1907, reduziu o sistema de equagdes parciais acima, Equagdes 01 — 03, em uma
equagao diferencial ordinaria de terceira ordem, com as defini¢des de novas variaveis de similaridade:

1= ()& e w=(2) s .

v

o0 que resulta na equagao (EVANS, 1968; SHAMES, 1973):

fm' +f-f” =0 06
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com as seguintes condi¢goes de contorno:

n=0,  f=f'=0 06-1

f'—-1.0 06.2

n—)OO’

Blasius resolve o problema de valor de contorno acima, através de uma expansao em série, ao
invés de tentar uma solugao direta. Apds testes, em uma variedade de situagoes, a solugao de Blasius
foi capaz de demonstrar a importancia e o poder do conceito de camada-limite, conforme formulado
por Prandtl (HAGER, 2003). De fato, apenas para citar um exemplo, como solugao direta da formulagao
de Blasius, a forga F, que atua em uma placa plana de largura B e comprimento L, é obtida por:

F=f".p.B.(9.L.U>)"? 07

onde P ¢€ a densidade do fluido.

Os resultados relacionados com camada-limite foram de grande impacto na moderna Mecanica
dos Fluidos, e o Método da Similaridade continua sendo aplicado para obtencao de solugées em
camada-limite, regime laminar ou turbulento (MYERS, 2010; PUTTKAMMER, 2013; BOGNAR, 2011;
BHATTACHARYYA, 2016; RAHMAN, 2011; ABBASI, 2014; MARTIN, 2006; CASTILHO, 1997).

Um método numérico, de grande precisao para solugcao de camada-limite, é a rotina de Runge
Kutta de 42 ordem, porque, apesar de relativamente simples, o problema nao comporta solugao analitica.
A rotina de Runge Kutta é um processo em marcha, que resolve problema de condi¢cao de contorno,
integrando a equagao a partir de uma extremidade, onde as condi¢des sao conhecidas até a outra
extremidade. Entretanto, em camada limite ndo se conhece o valor de f'(0) e sim f'(Q0)=1, para se dar
inicio ao processo de integragao. A dificuldade é superada, atribuindo-se um valor para f"(0), o que pode
ser obtido de forma aproximada pelo Método de Série de Poténcia, diminuindo o tempo de processa-
mento (BUTCHER, 2016). Esse procedimento, associado ao denominado “Shooting Method" (ODERINU,
2014), no qual pode se aplicar rotinas do tipo bisseccao ou Newton-Raphson, possibilita a solugao
com precisao definida. Entretanto, como adverténcia aos que pretendem implementar o procedimento,
é importante sentir a sensibilidade do mesmo, para que se possa definir o valor associado ao infinito.

O Método da Similaridade pode ser aplicado para camada-limite turbulenta, desde que o esco-
amento esteja em equilibrio, como demonstrado por Luciano Castilho (1997). De fato, muitos esco-
amentos podem ser classificados como escoamento em equilibrio, contrario ao conceito tradicional
que estipula que escoamentos em equilibrio sao dificeis de encontrar na pratica. O escoamento em
placa plana, com gradiente de pressao nulo, ou nao, regime laminar ou turbulento, é um escoamento
em equilibrio, conforme os critérios definidos por Luciano Castilho.

Como demonstrado por Evans (1968), a equagao final da energia para camada-limite similar, é
dada por:

8" +Prfe' =0 08
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onde as derivadas dizem respeito a variavel 1] . As condi¢des de contorno, as quais a variavel 8
(temperatura adimensional) deve satisfazer, sao:

n=0, 6=0 08.1

n—oow, -1 08.2

A Ultima condicao acima significa que a temperatura tende para a temperatura da corrente livre,
para valores de n significativamente elevados. De acordo com a Equacgao 08, entretanto, a rapidez com
que a temperatura tende para a temperatura da corrente livre depende fortemente do valor do Nimero
de Prandtl (Pr).

O aspecto mais relevante associado a Equagao 08 é que a solugao da camada-limite térmica é
fortemente dependente da solugao da camada-limite hidrodinamica, uma vez que a fungao f aparece
na equagao. Quao mais precisa a solugao da camada-limite hidrodinamica, mais precisa a solugao da
camada-limite térmica.

2 OBJETIVOS

Ao escrever o presente trabalho, tem-se em mente os estudantes que se iniciam em Mecanica
dos Fluidos e se deparam com o conceito de camada-limite. Apesar de extensa literatura que trata
do problema de camada-limite em placa plana, ndo existe, em um Unico texto, uma sintese clara dos
procedimentos e conceitos envolvidos, e uma apresentacao de todos os aspectos relacionados a ele
(PASSOS, 2010). Pretende-se, entdo, em um unico local, revisar os conceitos e apresentar algumas
questoes ainda indefinidas. Entende-se que uma introdugao adequada do problema possa vir a ser
de muita ajuda aos novatos que se aventuram aos problemas de camada-limite, uma vez que ainda
estao sendo publicados inumeros trabalhos, com generalizagdes do problema de Blasius. Um caso
classico de generalizagao, e extensamente referenciado na literatura, € o denominado Problema de
Falkner-Skan, solucionado em 1932, onde a superficie encontra-se inclinada, com angulo diferente de
zero (EVANS, 1968). Além disso, conforme aponta Schlicting (1968), a solugao de Blasius representa a
solugao basica para escoamento viscoso ao longo de uma superficie lisa.

Nao é objetivo principal apresentar todos os passos na obtengao das equacoes basicas de camada-
limite [Equacgbes 06 e 08], mas sim discutir os métodos e os procedimentos necessarios para obtengao
da solugao, e apresentar resultados relacionados com os mesmos, uma vez que existe vasta literatura
na qual se demonstram esses passos (EVANS, 1968; KAYS AND CRAWFORD, 1983; SHAMES, 1973).

O poder do Método da Similaridade reside no fato de se ter uma equacgao ordinaria a ser resolvida,
ao invés de um sistema de equacgoes parciais e, além disso, o procedimento e a solugao envolvendo
série ou Runge Kutta, se aproximam muito mais de um método analitico exato do que de um método
numeérico propriamente dito, de diferenga finita, por exemplo.

Nao se limita, aqui, na solugado do Problema de Blasius, mas estende-se a analise para o problema

da solugao da Equacao da Energia, ou seja, na obtengao da camada-limite térmica, onde pode-se obter
o perfil de temperatura e o gradiente de temperatura, ao longo da camada-limite.

ISSN: 1809-9475 | e-ISSN: 1982-1816 p _I 9
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Apresenta-se solugdes para regime turbulento, em comparagao ao regime laminar, tanto para
perfil de velocidade quanto para perfil de temperatura. Nesse ultimo caso, regime turbulento, usa-se
o conceito de solugdo integral, denominado na literatura por Método de Von Karmann (KAYS AND
CRAWFOR, 1983; FOX, MACDONALD, 1998). Além disso, usamos perfis de velocidade ja consagrados
na literatura, tais como Perfil de Expoente 1/7 e Perfil Universal (logaritmo) (KAYS; CRAWFORD, 1983;
SCHLICHTING, 1968; DUTTON, 1959; DEEN, 1998).

3  METODOLOGIA DE SOLUGAO

Inicialmente, resolve-se o problema de condi¢ao de contorno definido pelas Equagoes 06, seguindo
os passos de Blasius, ou seja, usando uma expansao em série de poténcia. O método de aproximacgao
utilizado, nesse caso, foi o0 Método da Bissecgao. Esse tipo de procedimento nao possibilita uma so-
lugdo com a precisdo necessaria para os tempos atuais, mas permite uma solugao aproximada mais
adequada para a condigao da derivada segunda na parede [f"(0)].

A partir da solugao em série, descrita acima, utiliza-se o valor da derivada segunda na parede,
como primeira aproximagao, para solugao da rotina de Runge Kutta de 42 Ordem (BUTCHER, 2016).
0 método de aproximacgao utilizado foi o Método de Newton-Raphson, que permite maior precisao e
é mais eficiente que o Método da Bissecgao. Como, nesse caso, o valor de f'(n) para n tende para o
limite, tem-se melhor controle na escolha adequada desse valor. Os resultados obtidos demonstram
a adequagao do procedimento.

Com a solugao esperada para f, f' e f" do problema hidrodinamico, tem-se, agora, como atacar

adequadamente o problema relacionado com o campo de temperatura. Para solugao do problema em
questao, integra-se diretamente a Equagao 08. De fato, pode-se escrever:

d
— (@) +Pr.f.8'=0
@)+ Prf

- %%(6’)—I—Pr.f:0
d N _
— E(ln@ )=—-Pr.f
- d(ln8') = —Pr.f.dn
- [d(n6") =— [ Pr.f.dn
Finalmente,
0’ = 8;.exp [—Pr. fonf. dn| 09

Integrando novamente:

0 =6,. f: exp [—Pr. fon f.dn]dn 10
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onde 96 ¢é o valor da derivada da temperatura na superficie da placa. Logo, como

;o 1
-1 n-o b0 = fooo exp [—Pr.fonf-dn]dﬂ

11

Observe que a obtengao da temperatura, e de sua derivada depende da determinagao precisa de
. Entretanto, quando se utiliza métodos numéricos usuais para a integragao, a Equagao 11 nao pos-
sibilita uma adequada precisao para a determinagao desse valor, quando comparada com resultados
experimentais.

Evans (1968) preconiza a utilizagao do seguinte procedimento para obtengao da derivada da
temperatura na superficie, com excelente precisao para .

( )0 = —(Prfo )3 12

onde

E = 26789385+ L0y~ 13

Os valores de a para q=1,2,4,5,7,8 sao iguais a zero.

az = 0.0595320; ag = —0.00661466; ao = 0.000717145

Com nove valores na série, e com a solugao precisa da derivada segunda do perfil de velocidade
[f"(0)], tem-se valores razoavelmente satisfatdrios para o perfil de temperatura e sua derivada, para
numero de Prandtl (Pr) acima ou igual a 0,6. Evans (1968) apresenta método de aproximagao para
Prandtl inferior a 0.6, mas nao é objetivo principal, como ja salientado, discutir esse procedimento em
detalhe neste trabalho.

O valor do coeficiente de fricgdo em coordenadas similares, em fungao do nimero de Reynolds,
pode ser obtido por:

R 14

O numero de Nusselt, em coordenadas similares, em fun¢do do nimero de Reynolds, pode ser

obtido por:
’ 15

onde
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Re, = — 16

O numero de Stanton é obtido em fungao do nimero de Nusselt:

N
St, = —= 17
Pr.Re,
Ou
Cf/2
St, = 1/ 18
cf

Salienta-se que essa Ultima equacgao se aplica para regime turbulento (KAYS; CRAWFORD, 1983).

Para que se possa ter uma ideia da ordem de grandeza das propriedades em regime turbulento
e para que se possa efetuar algumas comparacgoes, torna-se imprescindivel, aqui, apresentar alguns
detalhes do Método Integral da Quantidade de Movimento. O poder do Método Integral reside no fato
de que ele nao é fortemente dependente do perfil de velocidade na camada-limite.

A equacao integral da quantidade de movimento possibilita determinar, com razoavel precisao,
a espessura da camada-limite laminar ou turbulenta. Antes de se apresentar a expressao da equagao
integral, considere a seguinte “Lei de Poténcia", dada pela expressao (KAYS; CRAWFORD, 1983):

ut =875y 19
onde
w
+ U +_ sNP
Ut == e yr =40 9 20
p

W ¢ atensdo viscosa na parede e d é a espessura da camada-limite, posi¢ao onde a velocidade
local é U.

Considera-se que a Equagao 20, como primeira aproximacao, é valida ao longo de toda camada-
limite, ressaltando que foi deduzida para situagdes onde o gradiente de pressao é nulo. Assim,

.\ 1/7

‘/% = 8.75 5@ 21
o

1, = 0.0255pU2 (‘%”)_1/4 2

Para placa plana, com gradiente de pressao nulo, a equagao integral de quantidade de movimento
reduz-se a:

p . 2 2 www.unifoa.edu.br/revistas
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. 2 d f6u u

Apés aplicagao do processo de integragao, tem-se que:
tw _ Cf _ d62 52 au

pUz 2

S tH+2)~ 24

H é denominado fator de forma, relagao entre a espessura de deslocamento e a espessura de
guantidade de movimento:

P )d
f:"uitc( 7)ay

Considerando que H=1,3 (FOX; MACDONALD, 1998) para gradiente de pressao nulo, o coeficiente
de friccao para a Lei de Poténcia é obtido por:

81

=2 25

Cf _ 0.0287

2 Re /s 26

Schultz-Grunow (1941), desenvolveu uma equagao empirica, a partir de dados experimentais,
para o coeficiente de fricgao:

L = 0.185(logsoRe,) 25 27

4 RESULTADOS
Os resultados classicos da literatura, associados a solugao de Blasius sao as fungoes f, f' e f".

Abaixo, no Grafico 01 e Tabela 01, sdo apresentados os resultados para essas fungdes, apds aproxi-
magao em série e, finalmente, aplicagao de rotina Runge Kutta de 42 ordem.
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Tabela 01 — Placa Plana — Método de Runge Kutta.

n f f fr
0 0 0 0,4696
0,1198 0,00337 0,05626 0,46954
0,3594 0,03032 0,16862 0,4679
0,599 0,08411 0,28011 046177
0,9584 0,21421 0,44248 0,43844
1,198 0,33257 0,54443 0,41084
1,3178 0,4007 0,59261 0,39321
1,55741 0,55359 0,68193 0,35088
1,79701 0,72659 0,76016 0,3011
2,15641 1,01751 0,85391 0,22031
2,39601 1,22793 0,90039 0,16839
2,51581 1,33694 0,91911 0,14441
2,99501 1,79073 0,96872 0,06832
3,11481 1,90723 0,97607 0,05475
3,71382 2,4987 0,99481 0,01464
3,95342 2,7374 0,99743 0,00782
4,19302 2,97657 0,99879 0,00394
4,67222 3,45548 0,99977 0,00084
4,91182 3,69504 0,99991 0,00036
5,15142 3,93463 0,99997 0,00014
527122 4,05443 0,99998 8,9E-05
5,51082 4,29403 0,99999 3,3E-05

Fonte: Dos autores, 2018.

Grafico 1 — Fungoes f, f' e f" ao longo da camada-limite.

1.2
fl
0.8 —]
-
G BLASIUS
n
] ——8Série de Poténcia - Bissecgao
G f
- Runge Kutta 42 Ordem
Yo
0.4 —
fll
0
' \ \ \ [
0 1 2 3 4 5

Fonte: Dos autores, 2018.
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Grafico 2 — Coeficiente de fricgdo em fungao do nimero de Reynolds.
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Fonte: Dos autores, 2018.

No Grafico 2, tem-se resultados para coeficiente de friccao em fungao do nimero de Reynolds,
para regime laminar e turbulento.

Grafico 3 — Temperatura adimensional na camada-limite em fungao do numero de Pr.
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Fonte: Dos autores, 2018.

Na Grafico 03, tem-se os resultados do perfil de temperatura adimensional em fungao do nimero
de Prandtl. Observa-se, inicialmente que, para Pr=0.1, a curva nao apresenta um comportamento espe-
rado, em funcao, como ja salientado anteriormente, de que o procedimento preconizado é satisfatorio
para Pr>0.6. Além disso, como ja esperado, uma vez que a espessura de condugao diminui com a
acréscimo do numero de Prandtl, a espessura da camada-limite térmica é maior para Prandtl abaixo
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de 1.0, e diminui a medida que o nimero de Prandtl aumenta, uma vez que a difusividade de quantidade
de movimento é superior a difusividade térmica para niumero de Prandtl acima da unidade.

Figura 4 — Gradiente de temperatura na superficie, em fungao do nimero de Prandtl.
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05 0366720 0 366675
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10 1.029710 1.02974
20 1.298770 1.29881
50 1.763868 1.76393
100 2 222826 222291
600 4.039891 4.04004
1000 4.789892 4.79006
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|
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100 1000

Fonte: Dos autores, 2018.

Os resultados acima, Grafico 4, apresentam o gradiente de temperatura na superficie, em funcao
do numero de Prandtl. Esses resultados sao de extrema importancia para obtengao dos perfis de tempe-
ratura e gradiente de temperatura ao longo da camada-limite. A tabela em anexo ao grafico demonstra
o grau de definicdo dos resultados obtidos, em relagao aos valores apresentados por Evans (1968).

Os resultados abaixo, Grafico 5, apresentam o gradiente de temperatura ao longo da camada-li-
mite, em funcao do nimero de Prandtl. Conforme observado anteriormente, Grafico 03, a camada-limite

térmica fica menos espessa a medida que o numero de Prandtl cresce, como resultado do aumento na
difusividade de quantidade de movimento.
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Grafico 5 — Gradiente de temperatura na camada-limite, em fungao do niumero de Prandtl.
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Fonte: Dos autores, 2018.

Grafico 6 — Nu/,/Re; versus X/L para camada-limite, regime laminar em placa plana.
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Fonte: Dos autores, 2018.

A Gréfico 6 apresenta resultados para Nu/./Re; versus x/L, em comparagdo com resultados
classicos para placa plana, onde Re, é o nimero de Reynolds associado @ um comprimento genérico L
da placa, e x/L é o comprimento adimensional ao longo da placa. A comparacgao entre os resultados €
satisfatoria, dentro da faixa de Prandtl analisada. Em nimero de Prandtl relativamente baixo, os resulta-
dos obtidos pelo Método da Similaridade, implantado neste estudo, suplantam os resultados classicos,
e para Prandtl mais elevados ocorre o inverso e a diferenca entre os resultados tendem a aumentar.
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Grafico 7 — Numero de Stanton para perfil laminar e turbulento em placa plana.
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Fonte: Dos autores, 2018.
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Os resultados da Grafico 7 apresentam a variagao do nimero de Stanton em fungao do nimero
de Reynolds ao longo da placa. Eles demonstram que o nimero de Stanton decresce com o acréscimo
do numero de Prandtl, uma vez que é inversamente proporcional a este. Fato notavel é que os resulta-
dos das Figuras 02 e 09 coincidem numericamente para numero de Prandtl igual a unidade, em regime

St =

laminar, ou seja,

cr
5 . Essa igualdade numérica ocorre, quando a difusividade de quantidade de

movimento é igual a difusividade de energia na forma de calor, situagao denominada por Analogia de
Reynolds. De fato, conforme procedimento adotado neste trabalho, a diferenga numérica entre os valores
é insignificante, dentro da precisao estabelecida, o que pode ser constatado através da Tabela 02, abaixo.

Tabela 2 — Coeficiente de Fricgao e nimero de Stanton, em fungao do nimero de Reynolds. Regime
laminar, Pr=1.0

Re

X

Cf/2

St

1000

0.0104109088964413

0.0104109087800903

20000

0.00232794988633058

0.00232794987672862

30000

0.00190076327744451

0.00190076328267115

40000

0.00164610947239256

0.00164610948049692

50000

0.00147232514336133

0.00147232512377387

60000

0.00134404286541979

0.00134404286458664

70000

0.00124434196341373

0.0012443419821466

80000

0.00116397534100845

0.00116397534379746

90000

0.00109740648758896

0.0010974064794141

100000

0.00104109121498518

0.00104109119902988

Fonte: Dos autores, 2018.

Os conceitos e procedimentos desenvolvidos para placa plana podem ser replicados de forma
automatica, por exemplo, para solugao de camada-limite em superficies inclinadas, como aquelas
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que ocorrem em uma falésia (PIRES, 2009; GARRATT, 1990; SILVA, 2014; STULL, 1998), problema de
importancia fundamental na area de Meteorologia. Além disso, como enfatizado por Evans, podem
servir de base para solugées de camada-limite que nao satisfazem o conceito de similaridade, e para
problemas de camada-limite em geral. Spalding and Pun (1962) argumentam que a utilizagao do
Método da Similaridade, e suas fungdes, como meio auxiliar, possibilitam maior precisao as solugoes
para camada-limite térmica. Para chegarem a tal conclusao, os autores analisaram dezesseis métodos
distintos para solugao de camada-limite em torno de um cilindro. De fato, o Método da Similaridade,
apesar das Solugoes Numeéricas Diretas — DNS implementadas para solugao das Equagoes de Navier-
Stokes atualmente, continua sendo uma ferramenta utilizada para solugdes de problemas associados
a camada-limite, como se pode observar pela literatura apresentada nas referéncias.

5 CONCLUSAO

Amplos resultados, numéricos e graficos sao apresentados e discutidos, com o objetivo de
demonstrar o procedimento de solugao de camada-limite em placa plana, hidrodindmica e térmica,
através do Método da Similaridade. Apesar de ser um assunto amplamente divulgado na literatura,
com resultados parciais apresentados em livros didaticos de Mecanica dos Fluidos e Transmissao
de Calor, uma revisao detalhada dos procedimentos utilizados para se chegar aos resultados fica a
desejar (PASSOS, 2010).

O Método de Integracao da Quantidade de Movimento, utilizado para solugao aproximada de
camada-limite turbulenta, foi apresentado com o intuito de ampliar a visdo do estudante que se inicia
em camada-limite, para efeito de comparacgdes entre os dois tipos de regimes de escoamento. O nimero
de Prandtl é considerado uniforme ao longo de toda a camada-limite, mas isso é uma aproximagao,
uma vez que ha variagao da difusividade turbulenta para Prandtl ao longo da camada-limite, ou seja,
o numero de Prandtl Turbulento varia na camada-limite (LI ET AL., 2015). Assumir um valor uniforme
para Pr ao longo da camada-limite é uma hipdtese razoavel, se a diferenca de temperatura, entre a
temperatura da corrente livre e a temperatura da superficie nao for significativa.
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