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Resumo
Os modelos matemáticos em ecologia podem ser de 
difícil compreensão ao graduando e os softwares des-
tinados ao tratamento dos dados nem sempre auxiliam 
nesse entendimento. Propomos aqui abordar os mode-
los de Crescimento Exponencial, Crescimento Logísti-
co, Predador-presa e Crescimento Estruturado em pla-
nilhas Excel®, de modo que o aluno possa visualizar, de 
forma menos abstrata, seu funcionamento e aplicação. 
Para tanto, exemplificamos com resoluções de exercí-
cios relacionados a cada modelo.
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Abstract
The mathematic models adopted in ecological 
studies are often complex and might be of great 
challenge for the understanding of undergraduate 
students. Additionally, the software used in ecologic 
modeling are, in general, non obvious and of difficult 
comprehension. We propose an alternative MS Excel® 
approach to perform studies on Exponential Growth, 
Logistic Growth, Structured Growth and Predator-Prey 
models aiming to provide concrete understanding on 
the applications and functionalities of these models. 
We exemplify the use of ecologic modeling by providing 
solved exercises related to each one of the previously 
mentioned topics.
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1 INTRODUÇÃO

O graduando, ao se deparar com os modelos matemáticos sobre populações ecológicas, os 
considera teóricos, e a maioria, quando exerce alguma atividade prática de cálculo, utiliza softwares 
com entrada de dados, que torna difícil a compreensão do real motivo das variáveis que compõem os 
modelos. É necessário que o graduando entenda inicialmente o que vem a ser modelo e população, 
isto é, o modelo matemático que deriva do latim modellum, diminutivo de módus, que significa “medi-
da que não se deve ultrapassar, baseados em experimentos e leis físicas” (HOUAISS, 2009). Modelos 
matemáticos buscam predizer e descrever o comportamento de um sistema (ALMEIDA & BRITO, 
2005), sendo um instrumento que valida hipóteses, a fim de desenvolver estratégias de intervenção 
(BUENDÍA, 2006). Por outro lado, as populações biológicas abrigam um grupo de atributos que podem 
ser quantitativamente definidos em condições experimentais ou de campo e consistem em qualquer 
grupo de organismos em determinado tempo e espaço específico (MARGALEF, 1982; ODUM, 1988; 
PINTO-COELHO, 2000; DAJOZ, 2005).

O presente estudo visa elucidar a aplicação dos modelos de Ecologia das Populações, com uso 
do software Microsoft Excel®, de forma a colaborar com disciplinas introdutórias em Ecologia.

2 MATERIAL E MÉTODOS

Dentre os modelos matemáticos exemplificados neste trabalho, estabelecemos uma cronologia 
temporal para o entendimento sequencial, a fim de demonstrar como estudos anteriores influenciaram 
estudos posteriores. Sendo assim, foram abordados o crescimento exponencial Thomas Malthus 1798, 
o crescimento logístico Pierre-François Verhulst 1838, o modelo predador-presa de Alfred J. Lotka e 
Vito Volterra, na década de 1920 e o crescimento estruturado de Edward S. Deevey, na década de 1940 
(DEEVEY & DEEVEY, 1945; DEEVEY, 1947). Os modelos matemáticos e suas respectivas fórmulas foram 
construídos em Excel®. Exemplos para aplicação foram obtidos consultando-se a literatura.

Modelos

Crescimento exponencial

Nt  = N0 e t , assim temos:

N = número de indivíduos em certa área geográfica no instante t

r = constante que representa a taxa relativa de crescimento

• Construção do modelo em planilha (e.g. Excel®)

Tabela 1 - Modelo de planilha para crescimento exponencial

A B

1 N0 tduplicação

2 N1 rt

3 N2
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• Elementos do modelo em planilha (e.g. Excel®)

N0 – população inicial

N1 – população no momento 1 (Nt)

tduplicação – cálculo do crescimento exponencial

Nt  = N0 etr – cálculo da constante da taxa de crescimento relativo

• Exemplos para aplicação:

a. Crescimento exponencial de uma manada de 50 vacas, com r = 0,365 vacas/(vaca * 
ano) (GOTELLI, 2007);

a. Durante cinco dias consecutivos, foi medido o tamanho de uma população de planárias 
em crescimento, como 100, 158, 315 e 794 indivíduos. Construa o gráfico do logaritmo 
(base e) do tamanho da população e estime o valor de r (GOTELLI, 2007).

Crescimento logístico

, assim temos:

α (alfa) – coeficiente de competição ou fator de conversão de indivíduos da espécie 2 em unidades 
equivalentes da espécie 1

β (beta) – coeficiente de competição ou fator de conversão de indivíduos da espécie 1 em unidades 
equivalentes da espécie 2

N1 e N2 – Tamanho das populações 1 e 2

t – tempo

r1 e r2 – taxa intrínseca de crescimento per capta das espécies 1 e 2

K1 e K2 – capacidade de suporte do meio ou densidade assintótica prevista pelo modelo logístico para 
as espécies 1 e 2.
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• Construção do modelo em planilha (e.g. Excel®)

Tabela 2 - Modelo de planilha para crescimento logístico

A B C D E F

1

Valores

dN1/dt dN2/dt N1 N2

2 N1

Equação1 Equação2 População1 População2

3 r1

4 k1

5 α

6 N2

7 r2

8 k2

9 β

10

11

• Elementos do modelo em planilha (e.g. Excel®)

 
• Procedimentos de cálculo em planilha (e.g. Excel®)

Equação1 = ($B$3*$B$2(($B$4-C2-(D2*$B$5))/($B$2)

Equação2 = ($B$7*$B$6(($B$8-D2-(C2*$B$9))/($B$6)

dN1/dt = (E2+C2)

dN2/dt = (F2+D2)

• Exemplos para aplicação:

a. Para a construção do modelo em questão, utilizamos a propositura de Delmas (2004) 
que compara a evolução da população belga em Verhulst (1845) e Verhulst (1847) com 
(p(t)’, assíntota A’=6.6) e na segunda memória (p(t)”, assíntota A”=9.44);

b. Estudando uma população de tartarugas com denso-dependência, foram estabelecidas 
as seguintes relações da taxa de natalidade b’ e taxa de mortalidade d’, com o tamanho 
da população (N) (GOTELLI, 2007), assim:

b’=0,10 + 0,03N - 0,0005N2

d’=0,20 + 0,01N
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Modelo predador-presa

, assim temos:

P – população de predadores

V – população de presas

r – taxa intrínseca de crescimento

q – taxa de mortalidade per capita

α – taxa de mortalidade da presa

β – eficiência de conversão

• Construção do modelo em planilha (e.g. Excel®)

Tabela 3 - Modelo de planilha para modelo predador-presa

A B C D E F G H I J K

1 t Presa V(t)
Predador

rP(t)
V’(t) P’(t) V(t+0.5) P(t+0.5) V’(t+0.5) P’(t+0.5) r *

2 0 α *

3 1 β *

4 q *

• Elementos do modelo em planilha (e.g. Excel®)

* Parâmetros: cada população descreve um ciclo com amplitudes determinadas pelos tamanhos po-
pulacionais iniciais e com período de aproximadamente , Gotelli (2007).

• Procedimentos de cálculo em planilha (e.g. Excel®)

V(t) =(B2+H2)

P(t) =(C2+I2)

V’(t) =(($K$1*B2)-($K$2*B2*C2))

P’(t) =(($K$3*B2*C2)-($K$4*C2))

V(t+0.5) =(B2+$K$4*D2)

P(t+0.5) =(C2+$K$4*E2)
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V’(t+0.5) =($K$1*G2-$K$2*G2*H2)

P’(t+0.5) =($K$3*F2*G2-$K$4*G2)

• Exemplos para aplicação:

a. Com base no artigo de Elton e Nicholson (1942), caso clássico em que utilizaram o 
modelo Lotka-Volterra e demonstraram que as populações de linces e lebres oscilam 
periodicamente, considere: Predador =15; Presa = 50; r = 0.1; α=0.01; β = 0.001; q=0.05.

Crescimento estruturado

wxxxx EEEET ++++= ++ ...21

Tx – é o número total de indivíduos de idade x além da idade x, em que:

X – intervalo de idade em unidades de tempo

Lx – número de sobreviventes no começo da idade x

dx – número de indivíduos mortos durante o intervalo etário x

Ex – estrutura etária, onde:

2
1++

= xx
x

LLE

ex – é a esperança de vida para indivíduos de idade x, sendo encontrado por:

 

1000qx- razão de mortalidade por intervalo de idade, onde:

x

x
x L

dq 10001000 =
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• Construção do modelo em planilha (e.g. Excel®)

Tabela 4 - Modelo de planilha para crescimento estruturado

A B C D E F G

1 X Lx dx Ex Tx ex 1000qx

2 1

3 2

4 3

5 4

6 5

7 6

8 7

9 8

• Elementos do modelo e procedimentos de cálculo em planilha (e.g. Excel®)

X – intervalo de 1 a 8

Lx – número de sobreviventes no começo da idade x

B2=SOMA(C2:C9) B3=(B2-C2)

dx – número de indivíduos mortos durante o intervalo etário x (valores iniciais)

=(B2+B3/2)

2
1++

= xx
x

LLE

wxxxx EEEET ++++= ++ ...21

=SOMA(D2:D$9)

x

x
x L

T
e =

=(E2/B2)

x

x
x L

dq 10001000 =

=(C2/B2)*1000

• Exemplos para aplicação:

a. Tabela de vida proposta por Southwood (1971).
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3 RESULTADOS E DISCUSSÃO

3.1 Crescimento exponencial

No exercício de aplicação “a” do crescimento exponencial Malthus 1798, é possível observar pelos 
resultados que quanto maior o r menor é o tempo de duplicação (Figura 1). Populações consideradas 
pequenas, em virtude de crescerem exponencialmente, segundo o modelo, poderão atingir valores 
que ultrapassarão a própria condição ambiental (GOTELLI, 2007). Assim, em 150 anos, o crescimento 
exponencial da população de vacas corresponderá a 3 x 1025 (Figura 1). Considerando que o peso de 
uma novilha madura sexualmente seja 300 kg (CANELLAS et al., 2010), aos 150 anos de crescimento 
exponencial, teríamos um valor superior ao peso do planeta Terra (GOTELLI, 2007).

Figura 1 - Planilha construída em Microsoft Excel®. Resultados referentes ao exercício de aplicação “a” 
do modelo de crescimento exponencial proposto em Gotelli (2007). Procedimentos de cálculo em planilha 
Excel® (fórmulas): C2=B3/B2; C3=ln(C2); B4=B$2*EXP(C$3*A4). *Valores arredondados de Gotelli (2007).

Fonte: dos autores.

No exercício de aplicação “b” sobre o crescimento exponencial de populações de planárias, a 
planilha em Excel® modelará um gráfico com uma reta, caracterizando o crescimento sem limitação de 
recursos (Figura 2). O valor de r pode ser determinado medindo-se a inclinação da reta, sendo o valor 
correspondente (r=0,6906) referente à taxa de crescimento relativo de planárias (Figura 2).

Figura 2 - Representação gráfica em Excel® dos valores da população de planárias logaritmizados a 
partir do exercício de aplicação “b” do modelo de crescimento exponencial proposto por Gotelli (2007).

Fonte: dos autores.
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Ao avaliarmos o modelo de crescimento exponencial, fica evidenciado que, conforme seus pos-
tulados, “a capacidade de reprodução da população é superior à capacidade da terra para produzir 
meios de subsistência para o homem”, entretanto acreditava-se que o controle da população humana 
ocorreria em observância aos fatos vivenciados na Grã-Bretanha, em plena Revolução Industrial. Dessa 
forma, o equilíbrio ocorreria naturalmente com o aumento da pobreza, abundância de trabalhadores, 
queda do valor da hora de trabalho, fazendo com que os pobres oscilassem em maior e menor número 
de descendentes (SZMRECSÁNYI, 1982).

O modelo de crescimento exponencial foi o primeiro modelo matemático a ser utilizado em 
Ecologia (ANGELINI, 2000), no entanto, inevitavelmente, a oferta de alimentos seria menor que a po-
pulação. Porém, sabemos que as populações não crescem indefinidamente, pois os fatores bióticos e 
abióticos integrados funcionam como limitadores (RICKLEFS, 2010). A população, portanto, apresenta 
um parâmetro de controle, denominado em Ecologia como capacidade suporte, desenvolvido por Verhulst 
(1838), cuja variável K é a assíntota da curva e representa o máximo de crescimento da população em 
relação à disponibilidade dos recursos (e.g alimento, abrigo) (ANGELINI, 2000).

3.2 Crescimento logístico

Na construção em planilha Excel® do crescimento logístico Verhulst 1838 proposto por Delmas 
(2004), obteremos o resultado, conforme a Figura 3.

Figura 3 - Planilha construída em Microsoft Excel®. Resultados referentes ao exercício de aplicação 
“a” do modelo de crescimento logístico, proposto por Delmas (2004).

Fonte: dos autores.

Na planilha em Excel®, o modelo gráfico gerado corresponderá às colunas N1 e N2, onde fica 
evidenciada a capacidade suporte e as assíntotas geradas, conforme prevê o modelo de crescimento 
logístico (Figura 4).

No exercício de aplicação “b” (crescimento logístico) que estudou a denso-dependência entre a 
taxa de natalidade de tartarugas para a população N, em taxa de natalidade b’=0.10+0.03N- 0.0005N2 e 
taxa de mortalidade de d’=0.20+0.01N (GOTELLI, 2007), devemos aplicar os procedimentos de cálculos 
(fórmulas) em planilha Excel®, obtendo a Figura 5.
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Figura 4 - Representação gráfica em Excel®, a partir do exercício de aplicação “a” do modelo de cres-
cimento logístico, segundo proposta de Delmas (2004). Assíntotas geradas a partir da variável K, que 

corresponde à capacidade suporte do ambiente em relação às populações N1 e N2.

Fonte: dos autores.

Figura 5 - Planilha construída em Microsoft Excel®. Resultados referentes ao exercício de aplicação “b” do 
modelo de crescimento logístico, proposto em Gotelli (2007). Para natalidade, foi considerada a fórmula 
b’=0.10+0.03N-0.0005N2 e, para mortalidade, a fórmula d’=0.20+0.01N, onde N corresponde à coluna A.

Fonte: dos autores.

A equação de mortalidade é linear, conforme prevê o modelo de crescimento logístico, enquanto 
a taxa de natalidade é quadrática, quando Gotelli (2007) inclui N2. Igualando as duas taxas propostas 
pelas equações 0.10+0.03N- 0.0005N2 = 0.20+0.01N, obteremos, respectivamente, N=6 e N’=34. Dessa 
forma, ao construirmos o gráfico, ocorrerão duas interceptações entre as taxas de natalidade e mor-
talidade, sendo o primeiro ponto em 6, correspondendo a 6 tartarugas. Assim, se a taxa de natalidade 
excede a taxa de mortalidade, a população crescerá até atingir o equilíbrio de 34 tartarugas (Figura 6).
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Figura 6 - Representação gráfica em Excel® a partir do exercício de aplicação “b” do modelo de cresci-
mento logístico, segundo proposta de Gotelli (2007). Descrição das curvas de crescimento em relação às 

taxas de mortalidade, crescimento logístico simples e taxa de natalidade com crescimento quadrático.

Fonte: dos autores.

O modelo de crescimento logístico estabeleceu que a população não crescesse indefinidamente, como o 
modelo de crescimento exponencial, mas obrigatoriamente apresenta um limite assintótico. Foi adotado, portanto, 
que a resistência ao crescimento é proporcional ao quadrado da velocidade de crescimento (DELMAS, 2004).

A equação que se contrapõe ao meio ou as opostas taxas de crescimento são elementos que favorecem 
o nascimento e a vida, contra os que favorecem as doenças e a morte. Dessa forma, podem ser representados 
matematicamente por b-d (HIGLEY, 2002). Quando se considera a assíntota como a forma com que a população 
se apresentará estável, a partir de um limitador K, sabemos que a estabilidade das populações no ambiente 
não é estável, são de fato dinâmicas e oscilam entre os recursos disponíveis e o crescimento populacional. 
Por outro lado, no modelo de predador-presa que foi formulado independente (LOTKA, 1925; VOLTERRA, 1926 
e 1931), descrevem-se mudanças oscilatórias entre duas populações que interagem.

3.3 Modelo predador-presa

Considerando os dados do exercício de aplicação “a” referente ao modelo predador-presa 
(Predador=15; Presa=50; r=0.1; α=0.01; β=0. 001; q=0.05), confeccionamos planilha Excel® (Figura 7).
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Figura 7 - Planilha construída em Microsoft Excel®. Resultados referentes ao exercício de aplicação 
“a” do modelo predador-presa, conforme proposta de Elton e Nicholson (1942). Evolução do N popu-

lacional predador/presa nas colunas B e C em denso-dependência, segundo os valores de α, β e q, 
desenvolvendo a fórmula nas colunas de B a I.

Fonte: dos autores.

Na planilha em Excel®, no modelo gráfico, obteremos suaves oscilações entre o predador e a 
predador (Figura 8).

Figura 8 - Representação gráfica em Excel® a partir do exercício de aplicação “a” do modelo de 
predador-presa, segundo Elton e Nicholson (1942). Gráfico gerado a partir das colunas B e C com a 

demonstração das curvas de oscilação denso-dependentes.

Fonte: dos autores.

Scott e Craine (1993) demonstraram, em seus estudos, que os trabalhos de Elton e Nicholson 
(1942) apresentavam falhas, ao analisarem as populações de linces e lebres, convalidando os diversos 
autores que apontaram falhas no modelo Lotka-Volterra (SHIH, 1997; CHAUVET et al., 2002; MOLTER & 
RAFIKOV, 2004; SCHRUM, 2005). Os pesquisadores encontram, no modelo Lotka-Volterra, um sistema 
caótico, isto é, em sistemas dinâmicos complexos os resultados podem ser instáveis, no que se refere 
à condição temporal como função dos parâmetros das variáveis (SCOTT & CRAINE, 1993). Dessa forma, 
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buscam conduzir a trajetória das curvas para pontos desejados por meio de funções de otimidade na 
relação predador-presa (GILPIN, 1979; VANCE, 1998; MOLTER & RAFIKOV, 2004).

O sistema predador-presa em denso-dependência pode ser perturbado por fatores externos, 
como: imigração de novos predadores e ações climáticas severas, logo, não há um modelo matemático 
que garanta resultados estáticos, pois o sistema presa predador é dinâmico e complexo, gerando o 
que se chama Sistema Caótico, isto é, dependendo dos dados, as trajetórias das curvas são instáveis 
e perdem o caráter de oscilações. Muito embora, o modelo Lotka-Voterra seja fonte de inspiração para 
muitos trabalhos que envolvam comunidades, segundo Gause (1934), sua validade só ocorre para 
experimentos laboratoriais, uma vez que as condições temporais estão mais sujeitas ao controle das 
variáveis (HALL, 1988).

3.4 Crescimento estruturado

O estudo de populações em laboratório, em especial a condição de longevidade e crescimento, 
se vale usualmente do modelo de crescimento estruturado proposto por Deevey, nas décadas de 1940 e 
1950. No exercício de aplicação “a” referente à tabela de vida de Southwood (1971) para o crescimento 
estruturado, temos a Figura 9.

Figura 9 - Planilha construída em Microsoft Excel®. Resultados referentes ao exercício de aplicação 
“a” do crescimento estruturado a partir da tabela de vida (SOUTHWOOD, 1971).

Fonte: dos autores.

As taxas de natalidade e mortalidade estão intimamente relacionadas com a idade dos indiví-
duos, variando de espécie para espécie numa dada condição abiótica (ODUM, 1988; GOTELLI, 2007). 
As tabelas de vida demonstram a estrutura etária da população, bem como sua taxa de mortalidade 
para cada faixa etária (DAJOZ, 2005), sendo úteis no entendimento da estrutura etária das populações 
e suas características. A partir da coluna Lx, é possível traçar a curva de sobrevivência (Figura 10) 
em que, no exemplo, observa-se que a mortalidade se mantém aproximadamente constante para os 
estágios mais jovens.
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Figura 10 - Representação gráfica em Excel® a partir do exercício de aplicação “a” do crescimento 
estruturado. Curva de sobrevivência traçada a partir da tabela de vida, proposta por Southwood (1971).

Fonte: dos autores.

Os mesmos dados, descritos em escala semilogarítmica, enquanto o intervalo de tempo expres-
sar, em porcentagem, o tempo médio de vida, pode ser utilizado para a comparação de espécies com 
durações de vida distintas entre si (ODUM, 1988).

Os modelos devem servir para predizer, construir e gerar teorias gerais (LEGENDRE & LEGENDRE 
1998), tanto na Sinecologia quanto na Autoecologia, mas não se podem generalizar modelos e resultados, 
que, sem dúvida, são os principais aspectos de crítica pelos estudiosos (MANSSON & MCGLADE, 1993; 
ANGELINI, 2000). Esperamos que com os resultados obtidos, os ensaios matemáticos modelados em 
Excel®, segundo os postulados de modelagem ecológica, tenham garantido ao graduando entender as 
perspectivas de cada método, no que tange as suas próprias limitações e resultados e que a utilização 
desse software tenha servido para que as fórmulas de fato sejam compreendidas de maneira a permi-
tir que se façam outras simulações. No entanto, caso exista interesse em simular sistemas de maior 
complexidade, sugerimos fazer uso dos softwares Ecopath® (2015) e Vensin® (2015).
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