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Resumo

Neste trabalho, foram estudadas as equagdes aplicadas em teoria de
plasticidade independente do tempo, aplicada a carregamento ciclico.
Deste estudo teodrico foi concluido que o modelo de encruamento iso-

Equagdes tropico aplica-se somente 4 processos de conformacao cujas trajetorias

independente do de deformacdo sejam lineares. Mostrou também que o modelo de en-

tempo cruamento cinematico de Prager ¢ utilizado para materiais que encruam
linearmente com a tensdo deformacdo. Ja no modelo de Mroz, vé-se
bom caminho para a generalizacdo do modelo de encruamento cinema-
tico linear. O modelo proposto por Chaboche consiste na introdugao de
uma nova variavel de encruamento que memoriza a maxima amplitude
da deformacao plastica.

Abstract Keywords

In this work, the equations were studied independent of time applied

to cyclic loading. This theoretical study concluded that the model of || Theory of plasticity

isotropic hardening will be useful only in processes of conformation
whose trajectories are linear. It also showed that the model of Prager
of kinematic hardening is used for materials that increase linearly with
deformation. Already in the Mroz model, sees good way to generalize
the linear kinematic hardening model. The proposed by Chaboche
model is a introduction of a new variable hardening that memorizes the
maximum amplitude of plastic deformation.
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1. Introducio

Os modelos matematicos usados comu-
mente para previsdes de processos de con-
formagdo mecanica sdo fundamentados em
ensaios experimentais e observagdes macrosco-
picas. Existem diversos modelos para descrever
o comportamento plastico dos materiais duran-
te a aplicacdo de carregamentos. Os processos
de conformag@o de chapas metalicas envolvem
invariavelmente inversdes de carregamento
e em alguns casos carregamentos complexos
com trajetorias de deformag@o ndo linear. Na
necessidade de melhores previsoes, para evitar
desperdicios e ajustes durante o processo fabril,
os modelos vém sofrendo constante evolugao.

O presente trabalho visa o estudo das
equagdes constitutiva em teoria de plastici-
dade independente do tempo, aplicada a car-
regamento ciclico. E dividido em trés partes,
sendo a primeira mostra uma breve revisdo
dos principais conceitos da mecanica dos soli-
dos, a segunda parte apresenta os conceitos da
plasticidade cléssica e finaliza com o estudo
das teorias de plasticidade mais recentes apli-

cadas a carregamentos ciclicos.

2. Estado de tensdes e espaco de
tensoes

O estado de tensdes em um ponto mate-
rial, apresentado pela figura (1), pode ser ca-
racterizado pelo tensor de segunda ordem
o;, chamado de tensor de tensoes.

o
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Fig.1- Estado de tensdes num ponto

E pode ser representado no espago de coor-
denadas cartesianas (X,y,z), pela seguinte matriz:
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Conforme apresentado na figura (1), o
tensor de tensdes ¢ simétrico, portanto possui
apenas seis componentes independentes, sdo
elas: 04:0,,,0..,0,,0,.,0,.. Uma vez que
se conhece o estado de tensdes (tensor de ten-
soes), permite pesquisar um plano para o qual
as tensdes normais sejam maximas (tensodes
principais) e as tensdes tangenciais sejam nu-

las. Desta consideracdo tem-se que:

o.n,=on, o)
ou
(o, —a6, ), =0 3)

O sistema linear apresentado na equagao
(3) deve ter solugdes reais, portanto, pode-se

dizer que:
‘0'_,.,. - 0'5,_.,.‘ =0 @)
ou
o-l'l’ - O- O-.\'Il' O-\:
O-.\‘l' g vy 4 O-l': = 0 (5)
g g o.—0

Resolvendo o determinante, tem-sé:

o' -Jo'+J,0-J,=0 (©)

onde:

J, =trlc)=0,=0,_ + o, +0_ (7
I s s
J2=50,0y =040, +0,0.+0,0.-0,-0.-0. (§)

6. Ul:

g, = %‘Z}du o, = dcl[(rh: ]: T, O, O ©)

e w az

o, O, oO.

-

Sendo J|,J.,J, os invariantes do tensor de
tensoes.

Pode-se obter o tensor o; associado com
a diregdo principal n® (i=1,2,3) pela relaggo:

on’ = o, n (10)



ou
o, o, o.|n" a™m)
o, o, o.|n|=c|n i=123). (11)
o, o, o_|n’ " |

Quando n® é o vetor unitario na diregio
principal i, ¢ valida a relagdo:
o lse:i=j

() _

n’.n (12)

0,se:i#j

A equagdo (10) pode ser escrita como:

o, o o |[a" 2 a] [a" a® aP e, 0 07

o, o, o.|n' al al | =[a" A a0 e, 0

o, o, o |n" a" A" |a" W "0 0 o,
13)

Introduzindo Rij, temos:
n (2) 37
n n, n,
' 1 2 3
(A E

i N I
ny n’ong

O que prova pela relagdo(12):

[Rf:' ]_] = [R,J. ]T a

Podendo T ; ser expresso em termos da
tensdo principal substituindo a equagio (13)
na equacdo (15).

O-J: JI 0 0
g."—' :[RJ_'.I'] 0 0-1 0 <|:R,.j]J

o, 0. O. 0

(16)
0 o

Portanto, conhecido a tensdo e a diregao
principal pode-se determinar o estado de ten-
soes inicial.

Na teoria de plasticidade classica € comum
decompor o tensor de tensdes em duas partes:

oy =po; +8; v
onde p ¢ a tensdo devido a pressdo hidrostatica

e pode ser expresso por:

| I |

=—o;,=—-\c,to t+o_.)=—\0 +0,+0,

P=30:=3(0n+0, +0.)=3(0+0; +0;)
(18)

e pd, € chamado de tensor de tensdes hidrosta-

ticas. A segunda parte ¢ calculada por:

S; =0, —pd;

i

¢ chamado de tensor de tensdes desviadoras,
o qual representa o estado de cisalhamento
puro. A figura 2 apresenta o sentido fisico das
tensoes desviadoras. O tensor de tensdes hi-
drostaticas ¢ responsavel pelas alteragdes de
volume. Ja o tensor de tensdes desviadoras &
responsavel pela mudanga de forma do sélido.

o P S
[+3 c P p S S

o p S

Fig.3- Representag@o do plano octaédrico no espago de tensdes.

Desta maneira o tensor de tensdes des-
viadoras ¢ obtido de maneira andloga ao ten-

sor de tensodes:

‘S&. - Sﬁﬂ. =0 oo
ou
S\\ - S.r)- S.n‘:
Sl’l S_l'_‘ - S S.'l': = 0 (21)
s S_-S

Resolvendo o determinante, tem-sé:
S*—J,8*+J,S-J, =0 @

Sendo facil observar que seus invarian-

tes sdo:

J =tr(S)=S,=5,+85,+85, @

=358, = ilon-a,f e, o ooV ot st vat

I .
:(J[rlﬂ ;) '[{‘7:

a,F o, -a ) l]: l{.s‘l-' + 855480

(24)
1 xx S.r_n' S.\':
Ji=35,8,8y =dells, |=5,5.5, =5, s, s,
S. S. S

(25)

Onde, S, (i=1,2,3)sd0 os valores das tensdes
principais o tensor de tensdes desviadoras. Como:

S,=0,-p. -123 (0
entao:
20, -0, —0C
§ =" -2 -3 @7
! 3
5, 220270170
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20,-0,-0,
3

Quando o primeiro invariante do tensor

(29)

S, =

desviador é nulo (J; =0), o segundo ¢ o tercei-
ro invariante do tensor desviador podem ser
relacionados com os invariantes J, (i = 1,2,3)
do tensor de tensdes o, possibilitando a for-
mulagdo de equagdes de escoamento.

J, = %(Jf - 3J2) (30)

Ji=X (02 —9s0,+270,) on
27

Sendo util para determinar também as
propriedades de um plano normal a um se-
guimento de reta que passa pela origem e tem
angulos iguais com as diregdes principais no
espago de tensdes. A este plano da-se o nome
de plano octaédrico, apresentado pela figura

3, que pode ser definido a partir das dire¢des:

nl=n;=n;=-— 02
T3
e
nl+n;+n; =1 6
Desta forma:
1 ] 1
n=t—mn=x—n=t—7—. 9
3 3 3
O
O
e}
®
T (0]
(e]

Fig.3- Representagdo do plano octaédrico no espago de tensdes.

Desta forma pode-se ter um total de oito
familias de planos octaédricos cujas equagdes
sdo:

to,t0, o, =C«/§ (35)

Sendo C uma constante.

A tensdo normal octaédrica o, confor-

et
me apresentado na figura 3, é definida como a
tensdo normal a um plano octaédrico ¢ pode

ser obtida através da seguinte relagdo:

o-m.-r = o-n = O-J_‘jnin_r (36)
Em termos das tensdes principais, pode-
se escrever:

I I
o, =onn +amn, +onn, =—(0, +0,+0,)==J,
2y T O3l =3 2 105)=3

ool

(37

A tensdo de cisalhamento octaédrica 7,
conforme apresentado na figura 3, ¢ definida como
a tensdo tangencial no plano octaédrico e pode ser

obtida através da seguinte relagdo:

2 2
-

ot

5
T .= |O'f}- .n_j.

oct

l 2 2 2
=5loi -0y +(0. -0,y +(0,-0)]
2y 09
S,
portanto,

T :‘JlI?:%[(Ul —0'_?}!+{0': _0—11_\"‘(0—1 _O—I}:]:

N Y 2 . . ] !
= 1[|n.. -, F +er -, f e - I +ber] 4]+ 6] ]:

(39)

Assim, a tensdo de cisalhamento octaé-
drica pode se relacionar com o segundo inva-
riante do tensor de tensdes desviadoras, con-

forme apresentado pelas equagdes(38) e (39).
3. Plasticidade Classica

A teoria de plasticidade classica ¢ a teo-
ria matematica das deformagdes irreversiveis
independente do tempo. E aplicada para o
estudo do escoamento de metais e ligas cujos
fendmenos viscoplasticos ndo sejam signifi-
cantes. Sendo limitado a baixas temperaturas,
ou seja, temperaturas nas quais ndo haja mu-
dancas nas propriedades fisicas dos metais, ¢
carregamentos monotdnicos. Esta teoria ¢ usa-
da principalmente para o célculo de deforma-
¢Oes permanentes de estruturas, para prever o
colapso plastico de estruturas, para investiga-
¢do da estabilidade, para previsdo das forgas
requeridas para a conformagao dos metais.

Antes de entrar no regime plastico o ma-

terial deve passar por uma fase elastica onde



as deformagdes sdo reversiveis. Desta manei-
ra pode-se decompor a deformacgdo em duas
componentes: uma elastica e reversivel (¢;) e

outra plastica permanente (¢).
_ € P
Ey =& t&; @

A parcela de deformacgdo elastica pode
ser obtida da lei de Hooke:

_ e
O'&- = Cmw Eu @1

onde o, ¢ o tensor de segunda ordem que
indica o estado de tensoes e Cq € um tensor
de quarta ordem, que guarda as propriedades
fisicas do material em estudo. Para materiais

homogéneos e isétropos, tém-se:

Cp = L&,6,, +G(6, 5,‘; + 5;;'5;; ) (42)

onde: z
u=G=——, (43)
2(1+v)
que ¢ o mddulo de elasticidade transversal e
= Ev.
(1+v)(1-2v)

Ambas denominadas constantes de
Lamé que s@o obtidas através do modulo de
elasticidade E e do coeficiente de Poisson V.
As constantes E e G podem ser obtidas através
dos ensaios de tragao e de torgdo pura respecti-
vamente, em seguida pode-se obter através da
equacdo (4) o coeficiente de Poisson V.

Para a determinagdo da deformagao
plastica permanente admite-se a existéncia de
uma superficie de escoamento no espaco de
tensoes, o qual pode ser descrita por uma fun-
¢do de escoamento.

<0, regime eldstico

( 'J) =0, regime plastico

A equacdo (45) descreve o mecanismo
de escoamento de um ponto material. Quando
F =0, o estado de tensdes no ponto satisfacas
o critério de escoamento havendo deforma-
¢do plastica, caso contrario F < 0 o estado de
tensdes ndo € suficiente para levar o material
ao escoamento, portanto permanecendo no re-
gime elastico. A figura 4 mostra a represen-
tacdo da superficie de escoamento no espago
de tensdes. Conforme visto, a superficie de
escoamento tem sua geratriz paralela ao eixo

da pressdo hidrostatica quando p=J, /3.

Para materiais metalicos, os estudos experi-
mentais evidenciam que o escoamento plas-
tico independe da pressdo hidrostatica. Sendo
relacionado apenas com o tensor de tensdes
desviadoras .S i

soes que fornece a mudanga de forma. Desta

que ¢ a parte do tensor de ten-

maneira, o critério de escoamento pode ser
escrito em termos dos invariantes J, e J; do
tensor de tensdes desviadoras para materiais

isotropicos.
F(J;_,J;):U (46)

'c

Superficie de Escoamento

., L
]
N

(8]

Fig.4- Representagao da superficie de escoamento no espago de
tensoes.

Uma vez que o escoamento independe
da pressdo hidrostatica, uma forma mais sim-
ples de representar a superficie de escoamento
¢ projetando-a no plano- 77 e rebatendo os ei-
xos das tensdes principais sobre ele. A figura
5 mostra uma vista lateral do plano- 77 e uma
projegdo da superficie de escoamento rebatida.

a Superticia de Escoaments
em projecso no planc-=

P o P

Fig.5- Representagdo da superficie de escoamento rebatida sobre
o plano-T.

Para representar o estado de tensdes de
um ponto através dos rebatimentos introduzidos
pela figura 5 ¢ preciso ter duas diregdes: @ e 6. O
angulo a representa inclinacdo da diagonal em
relacfio ao plano-z. J4 o Angulo & a orientacio da
diagonal no plano desviador que contém o ponto
P. Assim, tem-se os seguintes estados de tensdes
em presenca da pressdo hidrostatica:
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1 —para 8 =0"- tragdo uniaxial,

2 —para ¢ =30"- cisalhamento puro,

3 —para @ =60°- compressdo uniaxial.

Existem diversos critérios de escoa-
mento entre eles os mais utilizados sdo os de
von Mises e Tresca. O critério de von Mises
(1913) assume que o escoamento plastico
ocorre quando o segundo invariante ./, do ten-
sor de tensdes desviadoras S chega a um valor

critico k. Portanto, tem-se que

J,=k*=0 @7

para o escoamento ou deformacao plastica e

J, <k’ “48)

para deformagdo eslastica. Em termos das
componentes de tensdo o critério de escoa-

mento pode ser escrito como:

—6}' o, —a, )] o, toL+ol =k’

(49)

oo,y

ou em termos das tensdes principais

do-cy+le-ay +@-a)r o

Desta maneira a superficie de escoamento
referente ao critério de von Mises é um cilindro
cuja geratriz ¢é paralela ao eixo das pressdes hi-
drostaticas. Sendo o raio deste cilindro igual a:

r:ﬁk. (51)

A figura 6 apresenta as superficies de es-
coamento de von Mises e Tresca rebatidas sobre
o plano- 77 . A superficie de escoamento para o
critério de Tresca € inscrita na de von Mises,
conforme apresentado na figura 6. Adiante sera
exposto a formulagdo do critério de Tresca.

o Superficie de Escoamento
von Mises

Superficie de Escoamento
Tresca

Fig.6- Superficies de escoamento de Tresca e von Mises rebatida
sobre o plano-iT.

No caso de estado plano de tensdes

(o, =0), a equagdo (50) se reduz para

o) -o,0,+0; =3k". (52)

O que da uma elipse no plano (o; =0). A
figura 7 representa a superficie de escoamento
no plano o,o, para os critério de von Mises e
Tresca. Desta maneira para determinar a cons-
tante k basta conhecer a tensdo de escoamento

em tragdo uniaxial .

o, =0, (53)

c,=0,=0 (54)

Substituindo na equagédo (52), tem-se:

lgf = k2 (55)
3 J
Portanto
0'1.
k=— (56)

O valor de k pode se determinado tam-
bém a partir da tensdao de escoamento em cisa-
Ihamento puro 7 . Quando o, =0 ¢

O, =—0;=7, (57)

¥

Substituindo na equacao (50), tem-se que:

T, =k" (58)
Portanto
k=1, (59)
]
von Mises - Elipse
[=2
(a3 (a3

Tresca - Hexagono

Fig.7- Superficies de escoamento de Tresca e von Mises no Plano
o,=0

O critério de Tresca (1864) foi desen-
volvido com base nos ensaio experimentais
de Coulomb para materiais metalicos em pro-
cesso de extrusdo. Assume que o escoamento
plastico ocorre quando o cisalhamento maxi-
mo atinge um valor critico &. Matemati- ca-
mente ele € escrito como:

T =k (60)

max



para o escoamento ou deformagao plastica e

T <k ©D

max

para deformac@o eslastica. Em termos das ten-

sdes principais

1 | 1 1
max[—|cr| -0, ~|o, —oy|.~|os - o, ﬂ =k’ (62
2 2 2

No caso de estado plano de tensdes
(o, =0), a equagiio (62) se reduz para

o, -0, =t2k, (63)
o, = 12k, (64)
o, =12k (65)

O que representa um hexagono confor-
me apresentado pelas figuras 6 ¢ 7.

A constante do material k£ pode ser deter-
minada pelo ensaio de tragdo uniaxial, portan-

to através da equagdo (62), tem-se que

k=—2X (66)

Como alternativa, pode-se determinar o
valor de k& pelo ensaio de cisalhamento puro,
desta forma

k=1, (67)

Os critérios de escoamento apresentados
anteriormente apresentam boa concordancia
com os estudo experimentais realizados para
metais e ligas, consideram que inicialmente os
materiais sdo isotropicos. Existem outros crité-
rios de escoamento que consideram os mate-
riais como anisotropicos como o critério de Hill
(1948), que ndo sera discutido neste trabalho.

Quando se considera a plasticidade cicli-
ca, os parametros que descrevem a superficie
de escoamento variam, tendo em vista que os
materiais podem encruar ou sofrer processo de
amolecimento. Desta maneira a superficie de es-
coamento passa a depender ndo s6 do estado de
tensdes, mas também de pardmetros que descre-
vam esta mudanga de propriedades. A estes pa-
rametros, da-se o nome de parametros de encru-
amento, que podem ser escalares, ou tensoriais.

X X . se [ =0, dominio eldstico
1= flo,, parameiros de encruamenta) i o
se | =0, escoamento plastica

(68)
A evolugdo da superficie de escoamen-
to ¢ comumente descrita pela lei associada do
escoamento que relaciona o incremento de de-

formagdo plastica com o gradiente da fungdo

de escoamento no espago de tensdes:

af

oo

(69)

de! = dA

i

onde dA é o multiplicador plastico.

A figura 8 o apresenta a ilustragdo da re-
gra da regra da normalidade onde o incremen-
to de deformagdo plastica é proporcional ao
gradiente de f, portanto apresenta-se normal a
superficie de escoamento.

de
L T CaTEgAmANc
a0

dr<g

t=0 Lo
o ey o
descamegamenta

Fig.8- Regra da normalidade para carregamento e
descarregamento

4. Encruamento Isotropico

O postulado de estabilidade de Drucker
(1951) pode ser usado para determinar o po-
tencial plastico de encruamento aplicado a
materiais estaveis e perfeitamente plasticos.
Duas conclusdes podem ser tiradas do postu-
lado de Drucker: 1- a superficie de escoamen-
to é convexa, 2- o incremento de deformagéo
plastica é normal a superficie de escoamento.

O incremento de deformacao plastica ¢ de-
terminado através da equac@o (69) sendo assim o

potencial plastico ¢ igual a fungdo de escoamento.
Q =F (70)

Para materiais isotropicos e insensiveis a
pressao hidrostatica, como os metais dicteis,
a fungdo de escoamento para o encruamento
isotrépico é:

F=f(J,J,)—k(a)=0 an

onde J e J, sio os segundos e terceiros inva-
riantes do tensor de tensdes desviadoras S.

A figura 8 apresenta a evolugdo da su-
perficie de escoamento para o encruamento
isotropico. Nota-se que a evolugdo da superfi-
cie de escoamento se da apenas pela variagdo
de tamanho, mantendo-se a mesma origem e
forma da superficie inicial. Bastando apenas
o ensaio de tra¢do uniaxial para determinar os
parametros da funcio de escoamento.
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superficie
presanio ay

o superfice o
wucial

Fig.9- Evolugdo da Superficie de escoamento para o encruamento
isotrdpico.

5. Encruamento Cinematico

Para o modelo cinematico de
Prager[1949] a superficie de escoamento ¢é de-

finida pela seguinte funcao:

f = ¢(O-U - ngf ) -k=0 (72)

A mudanga na posic¢do da superficie de
escoamento, ou seja a translagdo ¢é atribuida
ao TENSOR DE TENSOES CINEMATICO
definido por:

XU_ =cel,dX . = cdg; (73)

i if
Desta forma o multiplicador plastico ¢
determinado substituindo a fun¢do de escoa-

mento no incremento de deformagdo plastico
comdf=£f=0.

df = _(f rdoy, — f—f vdX, = _{—'r rdoy, —edid Ff : :—'f =Q
00 oG i og og, ooy
(74)

O incremento plastico no carregamento

e descarregamento ¢ determinado por:

| o
o0, 1% H(f)=0,s¢ f <0
T = (). se
2= H(f) \OT (.f.) ,se f.< (75)
(o) o [H(f)=Lsef=0
60, ) o,

i

sendo H(f) a fungdo de Heaviside aplicada a fun-
¢ao de escoamento, ou seja:H(u)=0seu<0e H(u)
=1seul]0, conforme apresentado pela figura 10.

Hiu)

u

Fig.10- Grafico da fun¢do de Heaveside.

Considerando < u > = u H(u) a equagéo
do incremento de deformagdo plastica pode
ser definida por:

de; = (l)H(f)(n : dcr,].>n (76)
c

em que n ¢ o vetor unitario normal a superficie.
O modulo do encruamento é determina-

do pela constante c:

do, :&f
= 7)
dej .dg;

Como se observa o modelo de Prager
considera que o encruamento cinematico li-
near com a tensdo deformacgdo, sendo valido
apenas para casos de carregamento onde nio
hé grandes mudancas na trajetoria de defor-
magdo. Portanto, quando se observa o efeito
de Bauschinger em carregamentos complexos,
carregamentos e descarregamentos sucessivos
e em dire¢des reversas ndo se aplica bem o
modelo de Prager.

A formulag@o proposta por Ziegler con-
sidera uma nova lei de encruamento, dada por:

dX, =(o, — X, )du )

sendo du um fator multiplicador obtido pela
condicdo de consisténcia df = 0.

ai : dcr;.;.
dpt = H(f)— " o)
(0';.;. - Xﬁ.): (8ff80',.,.]

Desta forma o multiplicador plastico dA
assume diferentes valores dependendo dos in-
variantes dos tensores X e o,. Isto introduz o
conceito do encruamento cinematico ndo line-

ar e pode ser escrito por:

. <qa}r :dcrﬁ>
1= H(f() oay (80)

 C(o,) 0 100,):(of 100,)

Sendo que C(a}.}. )df:,j.’ ¢ a projecdo de do;
na normal a superficie de carregamento. E
também a projecdo de dXij na normal, confor-

me mostrado na figura 4.
6. Modelo de Mroz

Motivado sobretudo pelos resultados

do ensaio uniaxial de tragdo-compressdo,



Mroz[1967] propos o modelo da multi-super-
ficie de escoamento introduzindo o conceito de
um “MODULO DO CAMPO DE TRABALHO
PLASTICO” em lugar do simples médulo de

encruamento ¢ introduzido por Prager.

Sendo X, um tensor de segunda ordem
que determina a localizacdo do centro da su-
perficie de escoamento no espaco de tensdes
para cada passo de carregamento. Desta ma-
neira para cada ciclo de carregamento tera
uma nova coordenada e uma nova dimensao
para a superficie de escoamento. Assumindo
agora uma nova superficie de escoamento em
fungdo dos novos pardmetros introduzidos

pelo modelo de Mroz.

fl :qﬁ(O'{f—X;;)—k" 82)

onde: X corresponde ao centro da superficie
de escoamento no passo de carregamento 1.

K, é o tamanho da superficie de escoa-
mento no passo de carregamento 1

Assim, o escoamento plastico e o incre-
mento de deformagao plastica sdo obtidos para
cada fungdo de escoamento:

Sfo=f=w=fiu=/=0 ®

da, ff" =dJ, f’f' =..=dA,, ‘jf“ =dJ, f’f’
oa .. C-'Cfr-lf oa.. OJ;}

i o

(84)

O incremento de X ¢é fun¢do do incre-
mento do multiplicador pléstico, e ¢ obtido
considerando um ponto de tensdes em uma

superficie de escoamento f, | =0:

I 141 /
de. =dy, (0',}. - O'y.) 85)

Para o caso particular em que k; € uma cons-
tante a condicdo de consisténcia de df =0 reduz a:

Yo, - Yy Yy

- fi (c.r"j'1 - Gj:, )d.u,. =qQ
do,

N - [ - if - . if

da,

(86)

sendo assim o multiplicador plastico é deter-

minado por:

L,
duy = H(f )= () — L

(87

e as translagdes das superficies sdo dadas por:

dX; =dX; =..=dX " =dX,
(88)

O incremento de deformacao plastica inde-
pende do multiplicador plastico dy, e dado por:

i 1
df:;. =| — H(ﬁ)(n:do‘ﬂn, 89)

€
Sendo n o vetor unitario normal a su-
perficie de /. Portanto, definida para a funcao

de escoamento como sendo a relagdo entre o

gradiente de f'em relagdo a ¢ e o seu modulo.

%,
ne ——— 4+ (90)

o . o

60’,}, 60’,}

| —

Se a expans@o da superficie de escoa-
mento for considerada, quando o encruamento
isotropico € superposto ao encruamento cine-
matico o pardmetro de extensdo 4, depende da
deformag@o plastica acumulada definida por:

2= [lde - def ; on

Ent3o a nova superficie de escoamento

¢ descrita por:

fi=dlo, X!k ()

Aplicando o critério de translacao:

< f;’.( : do'” > —(ﬂl';. (93)
do,
duy, = H(.ﬂ )r?,ff— para k <1

Sk I+l I

hifo)t - )

oo

if
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ou
o, ;
i rdo
dp, = H(f, | 1-—0% (r:42,) o

iy 1
n:(o)' -0}

i

Fig. 11- Comparagao dos resultados experimentais com as
aproximagdo de Mroz.

Fig. 12- Novas superficies de escoamento para cada ciclo de
carregamento.

A figura 11 apresenta a comparacdo entre
os resultados experimentais ¢ o modelo de Mroz,
nota-se uma boa concordéncia entre os resultados.

A figura 12 apresenta a evolucdo da su-
perficie de escoamento e as novas superficies
de escoamento para cada ciclo de carregamen-
to e descarregamento.

O modelo de Mroz é um bom caminho
para a generalizacdo do modelo de encruamen-
to cinematico linear, sendo possivel descrever
a nao linearidade entre a tensdo e a deforma-
¢do através dos loops, o efeito de Bauschinger
e 0 encruamento ciclico.

A figura 13 faz uma comparagdo entre
os parametros de evolucdo das superficies de
escoamento para cada uma das formulacdes

apresentadas anteriormente.

n @\é?
40 g g
% o TRl

[
o dx Mroz

Fig. 13- Diferentes tipos de encruamento.

7. Meméria da maxima
deformacio plastica

O modelo proposto por Chaboche (1979)
consiste na introducdo de uma nova variavel
de encruamento ¢, que memoriza a maxima
amplitude da deformagdo plastica. Através de
analise da microestrutura esta variavel introdu-
zida tem relagdo com as discordancias. Desta
maneira introduzindo uma superficie de nao
encruamento no espago das deformagoes plas-

ticas, conforme apresentado pela figura 14.

F:%J({;:‘.’ ~&,)-g<0 o)

Ul

O estado de deformagéo dentro da superfi-
cie, ¢ assumido quando dF = 0. O estado de me-
moéria ocorre quando F'=0¢ (6F 8z} ):de >0, assim:

dq=%H(F)<n:n‘>dp (96)

onde # ¢é o vetor unitario normal a = 0 no es-
paco de tensdes e n* é o vetor unitario normal
a F'=0 no espaco de deformacdes.

A condicao de consisténcia (dF = 0) ¢
usada para determinar o método para a evolu-
¢do do centro:

1

d¢ =—\@r3 H(F)n:n')n'dp ©7

A lei de encruamento ¢ modificada para

cada valor de g. Por exemplo, pode ser dada por:

dR = b(Q — R)dp ©8)



Y, ~ Stran path

Fig. 14- Definigdo das variaveis para a superficie no espago das
deformagdes.

sendo

dQ =2u(0, - O)dq = uH(F \Q, - O)dp

99)

onde L e (). sdo dois coeficientes. Do
ensaio  de

q=As

tracdo-compressdo  ciclica,
/2, quando A&

a maxima deformacao plastica.

representa

pmax p max

8. Conclusoes

Deste estudo, conclui-se que:
* O modelo de encruamento isotropico
aplica-se apenas a processos de confor-

macdo cujas trajetorias de deformacdo

sejam lineares, ndo representando fisica-
mente problemas com mudangas bruscas
na trajetoria de deformagao.
O modelo de encruamento cinematico de
Prager, ¢ utilizado para materiais que en-
cruam linearmente com a tensdo deforma-
¢do. Nao sendo valido quando se observa
o efeito de Bauschinger em carregamentos
complexos, carregamentos e descarrega-
mentos sucessivos € em diregdes reversas.
O modelo de Mroz ¢ um bom caminho
para a generalizagdo do modelo de encru-
amento cinematico linear, sendo possivel
descrever a ndo linearidade entre a tenséo e
a deformagdo através dos loops, o efeito de
Bauschinger e o encruamento ciclico. No
entanto necessitam de mais valores de en-
saio e a simulagdo usando modelos como
este requer maior esforgo computacional.
O modelo proposto por Chaboche consiste
na introdugdo de uma nova variavel de en-
cruamento ¢, que memoriza a maxima am-
plitude da deformac@o plastica. Desta forma
a lei de encruamento ¢ modificada para cada
valor de g. Com o modelo de Chaboche ¢
possivel simular o processo de conformagao
mecanica a partir de um historico de evolu-

¢do das propriedades mecénicas do material.
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